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Представлены результаты математического моделирования нестационарной задачи всплытия га-
зового пузырька в вязкой жидкости с растворенным в ней поверхностно-активным веществом 
(ПАВ). Постановка задачи записана с учетом эффектов адсорбции и десорбции ПАВ на межфаз-
ной границе и зависимости коэффициента поверхностного натяжения от концентрации по закону 
Ленгмюра. Численный алгоритм решения основан на оригинальной методике Лагранжа-Эйлера, 
позволяющей явно выделять свободную поверхность на дискретном уровне и реализовывать есте-
ственные граничные условия на ней. Изучен процесс установления стационарной скорости всплы-
тия пузырька и выполнены параметрические исследования влияния объемной концентрации ПАВ 
и размера пузырька на стационарную скорость и структуру течения в его окрестности. Представле-
ны распределения компонент вектора скорости и поверхностной концентрации вдоль межфазной 
границы, демонстрирующие влияние эффекта Марангони на процесс всплытия.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование особенностей движения газо-
вых пузырьков в вязких средах имеет большое 
значение для многих отраслей промышленно-
сти. Наличие растворенного поверхностно-ак-
тивного вещества (ПАВ) в жидкой фазе, которое 
в процессе движения пузырька адсорбируется на 
его границе и перераспределяется по ней за счет 
конвекции и диффузии, оказывает существен-
ное влияние на его скорость всплытия. Наличие 
градиента поверхностной концентрации ПАВ 
приводит к возникновению межфазного напря-
жения Марангони, которое стремится сгладить 
этот градиент и создает дополнительное сопро-
тивление движению пузырька [1]. Даже при не-
больших концентрациях ПАВ в объемной фа-
зе скорость пузырька уменьшается до скорости 
твердой сферы того же размера [2].

В литературе имеется ограниченное количе-
ство работ, посвященных численному моделиро-
ванию всплытия газовых пузырьков в вязкой сре-

де в присутствии ПАВ, при этом во многих из них 
используются различные допущения, упрощаю-
щие математическую постановку задачи. Обзор 
численных алгоритмов решения задач с подвиж-
ной границей с учетом переноса ПАВ вдоль нее и 
эффекта Марангони представлен в [3]. В работах 
[4, 5] используется приближение застойной зоны 
(stagnant cap), формирующейся в кормовой части 
пузырька, в которой отсутствует относительное 
движение, при этом вне этой зоны поверхностная 
концентрация считается равной нулю. Результаты 
численного моделирования в предположении от-
сутствия потока ПАВ на поверхность за счет эф-
фектов сорбции представлены в [6]. В работах [7, 
8] решается стационарная задача об обтекании 
пузырька потоком жидкости с постоянной ско-
ростью. Современные экспериментальные иссле-
дования всплытия одиночных пузырьков, опи-
санные в [9, 10], демонстрируют влияние ПАВ на 
стационарную скорость всплытия, форму свобод-
ной поверхности и траекторию пузырька. В рабо-
те [11] описаны экспериментальные результаты 
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о движении пузырьков в неньютоновской жидко-
сти, в том числе с учетов ПАВ.

Целью настоящего исследования являет-
ся численное моделирование нестационарного 
всплытия газового пузырька в вязкой жидкости 
с растворенным ПАВ с учетом процессов сорб-
ции на свободной поверхности, ее деформации 
и переноса ПАВ вдоль границы и выявление ос-
новных закономерностей процесса.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается осесимметричная зада-

ча о всплытии одиночного газового пузырька в 
вязкой жидкости в присутствии растворенно-
го ПАВ. В начальный момент времени пузырек 
имеет форму сферы радиусом R и находится в 
покоящейся жидкости на глубине H, при этом 
объемная концентрация ПАВ равна С0, а поверх-
ностная концентрация соответствует равновес-
ной и определяется из баланса адсорбционного 
и десорбционного потоков. Величина H выбира-
ется достаточно большой, чтобы эффект изме-
нения объема пузырька на участке установления 
скорости всплытия был несущественен. Течение 
вязкой среды описывается системой уравнений 
Навье-Стокса и неразрывности, а перенос ПАВ 
в объемной фазе – уравнением конвективной 
диффузии, которые в векторной безразмерной 
форме имеют следующий вид:
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где u – вектор скорости; t – время; p – гидродина-
мическое давление; С – объемная концентрация 
ПАВ; е  =  g/g; Ga=ρlg

1/2R3/2/µl – число Галилея; 
Pe=g1/2R3/2/D – объемное число Пекле; g – век-
тор ускорения свободного падения; g  – уско-
рение свободного падения; D – коэффициент 
объемной диффузии. Газ в пузырьке считается 
идеальным и описывается уравнением состоя-
ния Менделеева–Клапейрона.

Обезразмеривание длины выполняется с 
использованием масштаба R, скорости – 
(gR)1/2, времени – R/(gR)1/2, давления – ρlgR, 
объемной концентрации – C0, поверхностной 
концентрации – C∞

∑ , поверхностного натяже-
ния – σp. 

Область течения представляет собой ци-
линдр, на оси которого расположен пузырек. 
Поскольку рассматривается осесимметричный 
случай, то область решения имеет вид прямо-

угольника. Полагается, что на внешних грани-
цах жидкость покоится, а на оси симметрии 
выполняются условия симметрии. Внешние 
границы удалены от пузырька на достаточное 
расстояние (порядка 10 радиусов пузырька) 
для исключения их влияния на динамику пу-
зырька. Граничные условия на свободной по-
верхности включают динамические условия 
для нормальных и касательных напряжений, 
записанные с учетом лапласовского давления 
и эффекта Марангони
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Здесь pg – давление газа в пузырьке; k1, k2 – 
главные кривизны свободной поверхности; n, s – 
нормальное и касательное направление на сво-
бодной поверхности с единичными ортами n и s 
соответственно; σ – коэффициент поверхност-
ного натяжения; Bo = gρlR

2/σP – число Бонда. 
Движение свободной границы подчиняется ки-
нематическим граничным условиям. Значение 
безразмерного коэффициента поверхностного 
натяжения σ вычисляется в соответствии с изо-
термой Ленгмюра по формуле
	 σ = + −( )1 1Ma ln Γ ,	

где Г – безразмерная поверхностная концентра-

ция ПАВ, Ma = ∞
∑R TG

P

С

σ
 – число Марангони; RG –

 

универсальная газовая постоянная; T – темпера-
тура.

Концентрация Г рассчитывается в соответ-
ствии с уравнением конвективной диффузии на 
свободной границе [12, 13] 
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 – безразмерная длина адсорбции;
 

S C∑ = −∇ n  – источниковый член. 
Источник ПАВ на границе определяется с 

учетом процессов адсорбции и десорбции со-
гласно следующей формуле:
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число Хатта; kd, ka – константы скорости десорб-
ции и адсорбции соответственно. Данное урав-
нение является граничным условием на 
свободной границе для уравнения конвективной 
диффузии в объемной фазе.

В постановку задачи входят следующие раз-
мерные характеристики: коэффициенты объем-
ной D и поверхностной DΣ диффузии; вектор 
ускорения свободного падения g; плотность ρl и 
вязкость μl жидкости; коэффициент поверхност-
ного натяжения σP для чистой жидкости (в отсут-
ствие ПАВ); предельная поверхностная концен-
трация С∞

∑ ; универсальная газовая постоянная 
RG; температура T; коэффициенты десорбции kd 
и адсорбции ka.

Физическое содержание представленной ма-
тематической модели подробно описано в рабо-
те [14]. Решение поставленной задачи состоит в 
определении полей скорости, давления и кон-
центрации ПАВ в меняющейся со временем об-
ласти решения, которые удовлетворяют системе 
уравнений (1) и граничным условиям (2)–(4).

Поставленная задача решается численно с ис-
пользованием оригинального лагранже-эйлеро-
ва метода. В объемной фазе дифференциальные 

уравнения (1) дискретизируются на фиксиро-
ванной прямоугольной разнесенной сетке с не-
регулярным шагом методом контрольного объ-
ема. Уравнение неразрывности удовлетворяется 
с помощью алгоритма SIMPLE. Свободная по-
верхность на дискретном уровне представляет-
ся упорядоченным набором маркеров, которые 
перемещаются во времени согласно кинемати-
ческому условию. Динамические граничные ус-
ловия на границе (2) разрешаются с помощью 
метода инвариантов, а уравнение конвективной 
диффузии на поверхности (3) – методом ко-
нечных разностей. При расчете кривизны ис-
пользуется аппроксимирующий сглаживающий 
сплайн. Тестирование разработанного алгорит-
ма расчета описано в [15].

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ 

Динамика всплытия. Рассмотрим случаи всплы-
тия одиночного газового пузырька для двух значе-
ний числа La = 0.01 и La = 1 при Ga = 100, Bo = 0.1, 
Pe = PeΣ = 105, Ma = 0.2, Ha = 0.05, K = 0.05. Вы-
бранные значения соответствуют диапазону, ха-
рактерному для пары воды с растворенным ПАВ 
и воздуха [16, 17]. В размерном виде эти случаи 
соответствуют низкому и высокому значениям 
объемной концентрации ПАВ в нулевой момент 
времени. Первоначально сферический пузырек 
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Рис. 1. Зависимость формы свободной поверхности для La=0.01 (a): 1 – t = 0; 2 – t = 1; 3 – t = 2; 4 – t = 3; 5 – t = 4; 6 – t = 7; 
7 – t = 15; 8 – t = 30; зависимость коэффициента эллиптичности от времени (б): 1 – La = 1, 2 – La = 0.01.
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начинает разгоняться в вертикальном направ-
лении под действием силы Архимеда. Движение 
сопровождается деформацией формы свободной 
поверхности, процессами сорбции ПАВ и его пе-
рераспределением вдоль границы. На рис. 1а по-
казаны формы свободной границы, совмещен-
ные в северном полюсе для La = 0.01 в выбранные 
моменты времени. Видно, что с течением време-
ни форма свободной поверхности устанавливает-
ся. При высоком значении параметра Ленгмюра 
(Lа = 1) наблюдаются незначительные изменения 
формы свободной поверхности. Параметр эл-
липтичности ε, показанный на рис. 1б, рассчиты-
вался как отношение размера пузырька вдоль оси 
z к диаметру миделевого сечения.

Доминирующую роль в переносе ПАВ вдоль 
границы для рассматриваемого течения и вы-
бранных значений безразмерных критериев 
играют конвективные механизмы. В результате 
распределение поверхностной концентрации Г, 
которая в начальный момент времени соответ-
ствовала равновесной, становится неоднород-
ным, что приводит к формированию поверх-
ностного градиента σ и эффекта Марангони, 
стремящегося уравновесить поверхностное на-
тяжение. 

На рис. 2а и 2б показаны распределения по-
верхностной концентрации Г в выбранные мо-
менты времени от угловой координаты φ (угол, 
на который нужно повернуть против часовой 
стрелки полярную ось для того, чтобы попасть в 
текущую точку свободной границы). Полярная 
ось выходит из точки, расположенной посереди-

не между северным и южным полюсами, и на-
правлена вертикально вниз. Кинематика потока в 
окрестности границы формирует конвективный 
перенос ПАВ вдоль нее в направлении уменьше-
ния угла φ. Для малого значения числа Ленгмю-
ра (La = 0.01) на северном полушарии (φ > 90o) 
к моменту t = 2 формируется область практиче-
ски с нулевыми значениями поверхностной кон-
центрации, а на южном в окрестности угловой 
координаты порядка 60о реализуется высокий 
градиент Г и, следовательно, большие напряже-
ния Марангони. При La = 1 качественно картина 
распределения ПАВ вдоль поверхности совпада-
ет, однако градиент концентрации формируется 
на северном полушарии. На рис. 3 представлены 
распределения напряжений Марангони вдоль по-
верхности для момента времени t = 30, которые 
вычислялись по следующей формуле
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Для малого La = 0.01 они сконцентрированы 
на достаточно узком участке в окрестности угло-
вой координаты 60o, а для La = 1 максимальные 
абсолютные значения расположены в окрестно-
сти координаты 120o. Таким образом, наличие 
ПАВ на поверхности жидкости приводит к фор-
мированию напряжений Марангони, которые 
стремясь уравновесить поверхностное натяже-
ние, увеличивают лобовое сопротивление.

На рис. 4 представлены распределения ра-
диальной (рис. 4а) и аксиальной (рис. 4в) со-
ставляющих вектора скорости точек свободной 
границы. При La = 0.01 на участке φ < 60o от-
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Рис. 2. Эволюция профилей поверхностной вязкости: (а) La = 0.01;  (б) La = 1: 1 – t = 0; 2 –  t = 1; 3 – t = 2; 4 – t = 3; 5 – t = 4; 
6 – t = 7; 7 – t = 15; 8 – t = 30.
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носительное перемещение точек свободной по-
верхности практически отсутствует. Радиальная 
скорость близка к нулю, а аксиальная – к сред-
ней скорости всплытия. Этот участок можно на-
звать зоной застоя, а его граница расположена в 
окрестности экстремума напряжений Маранго-
ни. При La = 1 максимальное абсолютное значе-
ние радиальной компоненты не превышает 0.02. 
Такое поведение вызвано проявлением эффекта 
Марангони. Зона застоя реализуется на всей по-
верхности пузырька. Следовательно, пузырек в 
среде с высокой концентрацией ПАВ всплыва-
ет в режимах, близких к движению твердых сфер 
в вязкой жидкости, что проиллюстрировано во 
многих экспериментальных работах.

Распределение характеристик в потоке после 
установления скорости всплытия представле-
но на рис. 5. При La = 0.01 в окрестности эква-
тора реализуется область низкого давления, а в 
окрестности северного полюса – область высо-
кого давления; при La = 1 распределение давле-
ния в окрестности пузырька не имеет больших 
градиентов. Это, по-видимому, объясняет более 
сплюснутые формы пузырька при низких значе-
ниях числа La.

В случае низких значений объемной концен-
трации (La = 0.01) по мере всплытия пузырька 
молекулы ПАВ адсорбируются на свободную по-
верхность преимущественно в северном полу-
шарии и переносятся конвективными потока-
ми в южное полушарие. При этом за пузырьком 

формируется след с низкой объемной концен-
трацией. На участке застоя при полярном угле 
меньше 60o наблюдается процесс десорбции. Для 
высоких значений объемной концентрации ПАВ 
процессы сорбции практически не оставляют 
количественных изменений в объеме за пузырь-
ком, а формирование характерного “уса” объяс-
няется кинематикой потока и наличием цирку-
ляционной зоны (рис. 6б).

Влияние числа Ленгмюра. Рассмотрим влияние 
числа La на процесс всплытия пузырька. Увели-
чение числа La можно рассматривать как увели-
чение объемной концентрации ПАВ при прочих 
равных. На рис. 7 представлены графики зави-
симости средней скорости всплытия пузырька 
от времени, которая определяется как среднее 
между скоростью северного и южного полюсов.

Наблюдается монотонное увеличение сред-
ней скорости пузырька во времени с последую-
щим установлением. Процесс сопровождается 
небольшими колебаниями, связанными с ко-
лебанием формы поверхности в вертикальном 
направлении при низких значениях La. Увели-
чение La приводит к снижению установившей-
ся скорости всплытия и затуханию колебаний. 
Из графиков видно, что при La = 0.1 наступает 
эффект насыщения и дальнейшее увеличение 
параметра не приводит к качественным и коли-
чественным изменениям формы поверхности и 
скорости. На рис. 7б показана эволюция устано-
вившейся  формы свободной границы по мере 
увеличения числа La. 

На рис. 8 приведены распределения характери-
стик вдоль свободной границы после установления 
скорости всплытия. При La > 0.5 кинематические 
характеристики совпадают, радиальная скорость 
близка к нулю, а аксиальная имеет однородное 
распределение, то есть на всей поверхности реали-
зуется застойная зона, а кинематика соответствует 
всплытию сферы с граничным условием прилипа-
ния. Количественно распределения поверхност-
ной концентрации отличаются при La = 0.5 и La = 
1 (рис. 8в). Напряжения Марангони определяются 
распределениями поверхностного градиента Г, ко-
торые практически совпадают (хотя абсолютные 
значения Г отличаются), и, следовательно, карти-
на распределения напряжений и кинематических 
характеристик одинакова.

Значимое уменьшение стационарной скоро-
сти всплытия даже при небольших концентра-
циях ПАВ демонстрируется во многих экспери-
ментальных работах. При этом для сравнительно 
малых пузырьков соответствие коэффициента 
лобового сопротивления стоксовскому значению 
можно объяснить кинематикой потока в окрест-
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Рис. 3. Распределение напряжений Марангони в момент 
времени t = 30: 1 – La = 0.01; 2 – La = 1.
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ности свободной поверхности, соответствующей 
движению твердой сферы. Анализ рис. 8в показы-
вает, что приближение о наличие застойной зоны 
[4, 5] справедливо только для случаев небольших 
La, когда реализуется участок с нулевой поверх-
ностной концентрацией на лобовой части. При 
La > 0.5 граница застойной зоны не совпадает с 
областью высоких градиентов концентраций.

Влияние размера пузырька. Рассмотрим влия-
ние размера пузырька на процесс всплытия. На 
рис. 9 представлены зависимости установив-
шейся скорости всплытия от параметра La для 
четырех значений размерных радиусов началь-
ной формы сферической поверхности. Увеличе-
ние значения параметра Ga соответствует увели-
чению начального радиуса пузырька.

Эффект увеличения лобового сопротивле-
ния и уменьшения скорости всплытия с ростом 
La ослабевает для бо́льших размеров пузырька, 
что можно объяснить наличием циркуляцион-
ной зоны, которая формируется за пузырьком. 
В случае чистой жидкости без ПАВ для достаточ-
но маленьких пузырьков она отсутствует, и ли-
нии тока плавно огибают их. С ростом размера 
пузырька на стационарном участке всплытия за 
ним реализуется циркуляционная зона (рис. 10а, 
10б), которая снижает стационарную скорость 
всплытия. При добавлении в жидкость ПАВ на 
свободной поверхности начинают проявлять-
ся эффекты Марангони, стремящиеся уравно-
весить поверхностное натяжение и остановить 
конвективный перенос ПАВ к южному полю-
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Рис. 10. Линии тока при всплытии одиночного пузырька: (а) Ga = 35; (б) Ga = 300.
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су, что также приводит к снижению скорости 
всплытия. В результате для достаточно малень-
ких пузырьков доминирующее влияние на ско-
рость оказывает эффект Марангони, а для боль-
ших циркуляционная зона.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сформулирована постановка задачи о тече-

нии, реализующемся при всплытии одиночного 
газового пузырька в жидкости с растворенным 
ПАВ, с учетом эффекта Марангони на свободной 
границе. Разработана численная методика рас-
чета на базе оригинального лагранже-эйлерова 
подхода, который явно выделяет деформируемую 
свободную поверхность и реализовывает есте-
ственные граничные условия на ней. Исследован 
процесс установления скорости всплытия пу-
зырька, и рассчитаны эволюции полей скорости 
и концентрации ПАВ на свободной границе, де-
монстрирующие развитие эффекта Марангони. 
В частности, показаны случаи, когда реализуется 
режим всплытия с формированием застойной зо-
ны в кормовой части пузырька и режим всплытия 



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ      том 59       № 2       2025

с отсутствием относительного движения вдоль 
свободной границы, кинематика которого соот-
ветствует всплытию твердой сферы. Первый ре-
жим характеризуется достаточно малыми значе-
ниями числа Ленгмюра (La < 0.5), при которых 
справедливо приближение застойной зоны. Вто-
рой режим обосновывает использование прибли-
жение твердой сферы. Проведены параметриче-
ские исследования влияния параметра Ленгмюра 
и начального размера пузырька на структуру по-
тока и построены критериальные зависимости. 
Показано, что эффект Марангони приводит к 
изменениям кинематических характеристик не 
только на свободной границе, но и в окрестности 
пузырька. С ростом параметра La в кормовой ча-
сти формируется циркуляционная зона, продоль-
ные размеры которой в несколько раз превышают 
размеры пузырька.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-79-10028, https://
rscf.ru/project/22-79-10028/.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
С 	 объемная концентрация ПАВ; моль/м3;
D 	 коэффициент объемной диффузии, м2/с;
DΣ 	 коэффициент поверхностной диффузии, 

м2/с;
g 	 ускорение свободного падения, м/с2;
H 	 начальная глубина, м;
К 	 безразмерная длина адсорбции;
k1, k2 	 безразмерные главные кривизны свобод-

ной поверхности;
kа 	 константа скорости адсорбции, м3/(моль с);
kd 	 константа скорости десорбции, 1/с;
p 	 гидродинамическое давление, Па;
R 	 радиус пузырька, м;
RG 	 универсальная газовая постоянная, Дж/

(моль К);
r 	 безразмерная радиальная координата;
S 	 безразмерный источниковый член;
T 	 температура, К;
t 	 безразмерное время;
U0 	 безразмерная скорость всплытия пузырька;
z 	 безразмерная аксиальная координата; 
Г 	 безразмерная концентрация поверхност-

но-активного вещества на межфазной 
границе;

φ 	 угловая координата, градус;
σ 	 коэффициент поверхностного натяжения, 

Н/м;
τM 	 безразмерное напряжение Марангони;
Во 	 число Бонда;

Ga 	 число Галилея;
На 	 число Хатта;
La 	 число Ленгмюра;
Ма 	 число Марангони;
Pe 	 число Пекле.

ИНДЕКСЫ
g 	 газовая фаза;
n 	 нормальное;
s 	 касательное;
0 	 начальный момент.
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FLOW STRUCTURE AT FLOATING OF A SINGLE BUBBLE IN A LIQUID 
WITH SOLUTE SURFACTANT

E. I. Borzenko*, A. S. Usanina
National Research Tomsk State University, Tomsk, Russia

*e-mail: borzenko@ftf.tsu.ru

Abstract. The results of mathematical modeling of the nonstationary problem of gas bubble surfacing in 
a viscous liquid with a solute dissolved in it are presented. The problem formulation is written taking into 
account the adsorption and desorption effects of the surfactant at the interface and the dependence of the 
surface tension coefficient on concentration according to Langmuir’s law. The numerical algorithm of the 
solution is based on the original Lagrangian-Eulerian technique, which allows us to explicitly allocate the 
free surface at the discrete level and realize natural boundary conditions on it. The process of establishing the 
stationary velocity of bubble surfacing is studied, and parametric research on the influence of the surfactant 
concentration and bubble size on the stationary velocity and flow structure in its vicinity is performed. The 
distributions of the velocity vector and surface concentration along the interface are presented, demonstrating 
the influence of the Marangoni effect on the surfacing process.

Keywords: gas bubble, viscous liquid, surfactant, sorption, parametric research, numerical modeling
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